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Annotatsiya. Ushbu maqgolada birlik doira (U = {z € C : |z| < 1}) da aniglangan normallangan analitik
funksiyalarning (A) sinfi uchun yuqori tartibli differensial subkoordinatsiya va superordinatsiya nazariyasi tadqiq
etiladi. Tadgigotning asosiy maqsadi Miller-Mocanu differensial subkoordinatsiya apparatini Salagean differensial
operatori yordamida umumlashtirish hamda yangi funksiyalar sinflarining geometrik xossalarini, jumladan,
yulduzsimonlik, konvekslik va bir yaproqlilik radiuslarini aniglashdan iborat. Magolada (S _**(\alpha)) va (K (\
alpha)) sinflarining parametrik tavsifi keltiriigan bo'‘lib, bunda (n) operatorning tartibini, (\alpha\in[0,1)) esa tartib
parametrini ifodalaydi. Tadgigotda Koebe funksiyasi asosida aniglangan dominantlar metodidan foydalanilgan.
Mazkur yondashuv Miller-Mocanuning klassik natijalarini to‘ldiradi va umumlashtiradi. Asosiy teoremada
(p(z)\prec h(z)) subkoordinatsiya sharti bajarilishi hamda (\Psi) operatorining tegishli joiz funksiyalar sinfiga
mansubligi asosida yulduzsimonlikning yetarli shartlari aniglangan. Olingan natijalar O‘zbekiston matematika
maktabining 2022-2024-yillardagi ilmiy ishlanmalari, xususan, Sa’'dullayev va Abdullayevning tadqigotlari bilan
muvofiglashtiriigan hamda yangi funksiyalar sinflarining to‘liq tavsifi berilgan. Tadqiqot natijalaridan konformal
akslantirishlar nazariyasi va integral operatorlarning geometrik nazariyasida foydalanish mumkin.

Kalit so‘zlar: differensial subkoordinatsiya; differensial superordinatsiya; Salagean operatori; yulduzsimon
funksiya; konveks funksiya; bir yaproqli funksiya; dominantlar metodi; analitik funksiya; birlik doira.

AHHoTauuA. B ctatbe uccnenyerca teopus guddpepeHumanbHon cybopavHaumMm 1 cynepopavHaumm
BbICLLEro nopsaaka ans kracca (A) HOPMUPOBAHHBLIX AaHANMUTUYECKMX PYHKLIMA, ONpeaenéHHbIX B €4UHUYHOM
kpyre (U = {z € C : |z| < 1}). OcHOBHasa uenb uMccnegoBaHUs 3aknoyaerca B 0000weHun annapata
anddepeHymnansHon cybopanHaumm Munnepa-MokaHy ¢ ncnonb3oBaHnem anddepeHumanbsHOro onepaTopa
CoanspxaHa, a TakKke B YCTAHOBMEHMM TFE€OMETPUYECKMX CBOWCTB HOBbIX KMacCoB (OYHKLWMIA, BKIHOYas
3BE3OHOCTb, BbINYKNOCTb U pagmMycbl OOHONMUCTHOCTU. B cTaTbe npeactaBneHo napaMeTpuyeckoe onvcaHue
knaccos (S “*(\alpha)) va (K (\alpha)), roe (n) o6osHa4yaeT nopsaok onepatopa, a (\alpha\in[0,1)) aBnaertca
napameTpom nopsigka. B nccnegoBaHum ncnonb3yeTcst MeTo AOMUHAHT, MOCTPOEHHbIA HA OCHOBE (hyHKLIMK
Kébe. lNpeanaraembii nogxon AOMONHAET M obobliaeT knaccuveckme pesynbratbl Munnepa-MokaHny. B
OCHOBHOW TEOPEME YCTaHOBIEHbI AOCTATOYHbIE YCIOBMUS 3BE3AHOCTM MPY BbIMNOSIHEHWUM Cy6OpANHALMOHHOIO
cooTHoLleHus (p(z)\prec h(z)) n npuHagnexHoctn onepatopa (\Psi) cOOTBETCTBYIOLLEMY KIAcCy AOMYCTUMbIX
dyHKUMRA. [onyyeHHble pesynbTaTbl COrflacoBaHbl C HayYHbIMU padpaboTkamMu y36EeKCKOM MaTemMaTU4eckon
wkonbl 3a 2022-2024 rogpbl, B YaCTHOCTY € uccnegoBaHuamu Cabaynnaesa n Abgynnaesa, 1 NO3BOMSIOT AaTb
MOJSIHYH XapakTEPUCTMKY HOBbIX KIaccoB (OYHKUMIA. Pe3ynbTaThl MccneaoBaHUst MOryT ObiTb MCMNOMb30BaHbI B
TEOpPUN KOHPOPMHbBIX OTOOPaXKEHUI U TEOMETPUYECKON TEOPUN MHTErParibHbIX ONEPaToOpOoB.

KnroueBble cnoBa: aunddepeHumanbHas cybopanHaums; auddepeHumansHas cynepopanHaums;
onepatop CansmxsaHa; 3Bé3aHast pyHKLMS; Bbinyknasa yHKUWS; OAHONUCTHaA (OYHKLMS; METOO AOMWUHAHT;
aHanuTnyeckas yHKUWS; eOUHUYHBIN KPYT.

Abstract. This paper investigates the theory of higher-order differential subordination and superordination
for the class (A) of normalized analytic functions defined in the unit disk (U = {z € C : |z| < 1}). The primary
objective of the study is to generalize the Miller-Mocanu differential subordination framework by using the
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Salagean differential operator and to establish the geometric properties of newly introduced function classes,
including starlikeness, convexity, and radii of univalence. A parametric characterization of the classes (S "*(\
alpha)) va (K (\alpha)) is presented, where (n) denotes the order of the operator and (\alpha\in[0,1)) represents
the order parameter. The study employs the method of dominants constructed on the basis of the Koebe
function. This approach complements and generalizes the classical results of Miller and Mocanu. The main
theorem establishes sufficient conditions for starlikeness under the subordination relation (p(z)\prec h(z)),
provided that the operator (\Psi) belongs to the corresponding class of admissible functions. The obtained results
are aligned with the contributions of the Uzbek school of mathematics published in 2022-2024, particularly the
studies conducted by Sa’dullayev and Abdullayev, and provide a comprehensive characterization of the newly
introduced function classes. The findings may be applied in conformal mapping theory and the geometric
theory of integral operators.

Keywords: differential subordination; differential superordination; Salagean operator; starlike function;
convex function; univalent function; method of dominants; analytic function; unit disk.

KIRISH

Analitik funksiyalar nazariyasida differensial subkoordinatsiya va superordinatsiya tushunchalari XX
asrning ikkinchi yarmida Miller va Mocanu tomonidan tizimli ravishda ishlab chigilgan [1, 2]. Mazkur yondashuv
Koebe [3] va Goluzin [4] tomonidan asos solingan klassik geometrik funksiyalar nazariyasini migdoriy jihatdan
umumlashtirish imkonini yaratdi. Ushbu nazariya analitik funksiyalarning yulduzsimonlik va konvekslik
xossalarini aniglash bilan birga, mazkur geometrik xossalarning tegishli differensial tengsizliklar bilan o‘zaro
bog'ligligini asoslashga xizmat giladi.

(A) sinfini birlik doirada aniglangan va quyidagi normallash shartini ganoatlantiruvchi analitik funksiyalar
to'plami sifatida garaymiz:

f(z) =z +azz? +azz> + ..., z€U, (1)
Bu yerda
U={zeC:|z| <1}

ochiq birlik doira. S € A — yagona-listli funksiyalar sinfi; S* va K mos ravishda yulduzsimon va konveks
funksiyalar sinflarini bildiradi [5].
Salagean [6] tomonidan kiritilgan differensial operator quyidagicha aniglanadi:

D°f(z) = f(z), D"(z) =z-(D"f(z)), n€EN. (2)

Mazkur operatorning (n)-tartibli qo‘llanilishi funksiya koeffitsiyentlariga ta’sirini aniq ifodalaydi. Xususan,
agar

f(z) = £ ayz* bo’lsa, u holda D™f(z) = £ k™ a,z*.

tenglik o'rinli bo‘ladi. Ushbu xossa yuqori tartibli differensial subkoordinatsiya va superordinatsiya shartlarini
tadqiq etishda qulay algebraik tuzilmani shakllantiradi.

Magqgolaning asosiy magsadi Miller-Mocanu differensial subkoordinatsiya apparatini Salagean differensial
operatori bilan uyg‘unlashtirish, (S **(\alpha)) va (K (\alpha)) parametrik sinflari uchun yulduzsimonlik hamda
konvekslikning yetarli shartlarini aniglash, shuningdek, olingan natijalarning geometrik talginini asoslashdan
iborat. Tadqigot natijalari Sa’dullayev va Abdullayev ishlarida ilgari surilgan zamonaviy ilmiy yo‘nalishlar bilan
muvofiglashtirilib, O‘zbekiston matematika maktabining geometrik funksiyalar nazariyasini rivojlantirishga
go‘shayotgan hissasi yoritiladi [7, 8].

MAVZUGA OID ADABIYOTLAR SHARHI

Differensial subkoordinatsiya nazariyasining asosiy tamoyillari Miller va Mocanu [1] monografiyasida batafsil
bayon etilgan. Mazkur asarda p(z) < q(z) ya'ni (p) funksiyasining (q) funksiyasiga subordinatsiyalanganligi
tushunchasi izohlangan hamda asosiy dominantlar teoremasi isbotlangan. Ushbu teoremaga ko‘ra, agar
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Y, s, t;z): C3xU - C
funksiya tegishli joiz funksiyalar sinfiga mansub bo‘lsa va

W[p(2), zp'(2), zp"(2); z] < h(z)

subkoordinatsiya sharti bajarilsa, u holda

p(z) < q(z)

munosabat kelib chigadi. Bu yerda (q) funksiya dominant vazifasini bajaradi.

Alexander [5] tomonidan kiritilgan integral operator (S**) va (K) sinflari o‘rtasidagi o‘zaro bog'liglikni
ifodalovchi klassik natijaga asoslanadi. Ushbu bog'liglik subkoordinatsiya nazariyasi doirasida quyidagi
ko‘rinishda ifodalanadi:

f(z) EK < zf(z) € S* (3)

Mazkur munosabat (n)-tartibli Salagean differensial operatoriga nisbatan ham tatbiq etiladi [6]. Shanmugam
[9] va Ravichandran [10] tomonidan olib borilgan turdosh tadqigotlarda Ruscheweyh differensial operatori
asosida yuqori tartibli differensial subkoordinatsiyaga oid yangi funksiyalar sinflari kiritiigan. Ushbu tadgiqotlardan
farqli ravishda, mazkur maqolada Salégean operatorining (n)-tartibli varianti parametrik konstruksiya asosida
go'llaniladi. Natijada yulduzsimonlik va konvekslik xossalarini aniglash uchun nisbatan kengroq funksiyalar
sinflariga tatbiq etilishi mumkin bo‘lgan mezonlar ishlab chigiladi.

Sa’dullayev va Abdullayev [7, 8] tomonidan ko‘p o‘lchovli kompleks fazolarda analitik funksiyalar nazariyasi
rivojlantirilib, funksional fazolarning to‘liglik xossalari tadqgiq etilgan. Mazkur ilmiy natijalarni bir o‘lchovli holatga
moslashtirish ushbu tadqigotda taklif etilayotgan parametrik konstruksiyaning funksional-analitik asoslarini
mustahkamlashga xizmat qiladi.

TADQIQOT METODOLOGIYASI

Ushbu tadqgigotda quyidagi asosiy ilmiy yondashuvlardan foydalaniladi: birinchidan, Miller-Mocanu
tomonidan ishlab chigilgan joiz funksiyalar sinfi apparati; ikkinchidan, subkoordinatsiya zanjiri usuli; uchinchidan,
Salagean differensial operatorining algebraik xossalariga asoslangan tahlil. Tadgiqot natijalarini isbotlashda
quyidagi lemma asosiy metodologik vosita sifatida go‘llaniladi.

Lemma (Miller-Mocanu, 1981-yil, [1]). (\operatorname{Hol}(U)) birlik doirada aniglangan analitik
funksiyalar fazosi bo‘lsin. Agar (q\in\operatorname{Hol}(U)) konveks funksiya bo'lib,

p(z) + (1/y)-zp'(z) <h(z) = p(z) <q(2). (4)

Mazkur lemma ushbu tadqgiqotda (n)-tartibli Salagean differensial operatoriga nisbatan umumlashtiriladi.
(A) sinfiga mansub (f) funksiyasi uchun Salagean operatoriga asoslangan differensial ko‘rsatkich quyidagicha
aniglanadi:

®,(f; z) = z-(D"f(2))’ / D™(z), z€U. (5)

Ta’rif 1. f € A funksiyasi S_n*(a) sinfiga mansub deyiladi, agar

Re ®,(f;z)>a, a€[0,1), z€eUl. (6)

Ta'rif 2. f € A funksiyasi K_n(a) sinfiga mansub deyiladi, agar

Re (1 +z:(D"f(z))" / (D*(z))") >« «a€[0,1), z€U. (7)

n =0 da Sp*(a) = S*(a) — Janowski ma’nosidagi a-yulduzsimon funksiyalar sinfi; Ko(a) = K(a) — a-konveks
funksiyalar sinfi. Bu sinflar o’rtasidagi munosabat Alexander (3) analogini umumlashtiradi:

fe K n(a) & zf' € S_n*(«). (8)
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Superordinatsiya holatida Miller-Mocanu [2] nazariyasiga asoslanib, tegishli funksiyaning subordinanti, ya'ni
nugtaviy ma’nodagi eng katta quyi chegarasi aniglanadi. Bunda (q_{\min}) funksiyasi eng yaxshi subordinant
sifatida quyidagi differensial subkoordinatsiya munosabati orqali tavsiflanadi:

q(z) + (1/B)zq'(z) < W[p, zp’, z°p";z] = q(z) <p(2). 9)

Mazkur metodologik yondashuv yuqori tartibli differensial subkoordinatsiya va superordinatsiya shartlarini
tizimli ravishda tahlil gilish, shuningdek, yulduzsimon hamda konveks funksiyalar sinflari uchun yetarli shartlarni
aniglash imkonini beradi.

TAHLIL VA NATIJALAR

1-teorema. Yulduzsimonlik sharti. Faraz qilaylik, (in A) bo'lsin va (S **(\alpha)) sinfiga mos keluvchi joiz
(\Psi) funksiyasi uchun

Y[D,(f; 2), 2z, (F;2); z] < h(z)=(1+ (1-2a)z) / (1 -2) (10)

subkoordinatsiya sharti bajarilsin. U holda (\in S_n”*(\alpha)) bo‘ladi.

Isbot. (p(z)=\Phi_n(f;z)) deb olamiz. Salagean operatorining ta’rifi va (5) munosabatga ko‘ra, (p\in\
operatorname{Hol}(U)) hamda normallash sharti asosida (p(0)=1) bo‘ladi. Miller-Mocanu lemmasini (p) funksiya
va (\gamma=1) uchun qo‘llash natijasida (10) shartdan

Rep(z) =Re®,(f;z)>a VzeU

tengsizlikni ta’'minlaydi. Demak, (\in S_n”*(\alpha)). Teorema isbotlandi. (\square)
2-teorema. Superordinatsiya va konvekslik. Faraz qilaylik, (\in A), (g\in\operatorname{Hol}(U)) esa
konveks funksiya bo‘lsin. Shuningdek,

Re(zf'(z) / D*f(z)) > a va q(z) + zq'(z) < ©u(f; 2) + 2z, (f; 2). (1)

U holda q(z) < ®,(f; z), vaf € K_n(a).

superordinatsiya munosabati o‘rinli bo‘ladi va (\in K_n(\alpha)) ekanligi kelib chigadi.

1-natija. Bir yaprogqlilik radiusi. (S_n"*(\alpha)) sinfi uchun bir yaproqlilik radiusi muallif tomonidan taklif
etilgan quyidagi baho orgali aniglanadi:

r(n, @) = A(m+1) - (1 =V(1-)) /(1 +V(1-a)), 0<a<1, neN. (12)

(n=0) va (\alpha=0) bo‘lgan xususiy holatda mazkur bahoni Koebe funksiyasi uchun ma’lum bo‘lgan klassik
radius giymati bilan giyoslash mumkin. Shuningdek, (n\to\infty) bo‘lganda (r(n,\alpha)\to0) munosabat kuzatiladi.
Bu holat yuqori tartibli differensial operatorlarning qaralayotgan funksiyalar sinfiga nisbatan cheklovchi ta’siri
kuchayib borishini ifodalaydi (1-jadval).

1-jadval
Parametrlarga bog‘liq geometrik xossalar va bir yaproglilik radiusi’

Geometrik

Parametrlar Sinf Asosiy shart Radius
xossa

(\alpha=0,\ n=1) Yulduzsimonlik (S_17*(0)) (\operatorname{Re}\Phi_1(f;z)>0) (
_ _ (\frac12)-tartibli (S_1\left(\ e
(\alpha=\frac12,\ n=1) yulduzsimonlik frac12\right)) (\operatorname{Re}\Phi_1(f;z)>\frac12) (
_ _ . (\operatorname{Re}\left(1+\
(\alpha=0,\ n=2) Konvekslik (K_2(0)) dfrac{z(DA2f(2))"K(DA2f(z)) Nright)>0) (

(\operatorname{Re}left(1+\
dfrac{z(D*2f(z))"}{(D*2f(z)) Nright)>\ (
frac12)

(frac12)-tartibli | (K_2\left(\frac12\

(\alpha=\frac12,\ n=2) konvekslik right))

IQTISODIYOT 9OKOHOMHUKA ECONOMY

(\alpha\in[0,1),\ n\
geq1)

(S_n"*(\alpha)),

Umumiy holat (K_n(\alpha))

(6) va (7) shartlar

1 Izoh: (\alpha) — funksiyaning tartib parametri; (n) — Salagean differensial operatorining tartibi; (r(n,\alpha)) — bir yaproqlilik radiusi.
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Olingan natijalar Miller-Mocanu [1, 2] tomonidan ishlab chiqilgan klassik nazariya doirasida izohlanadi
hamda mazkur nazariyaning yuqori tartibli differensial operatorlar vositasidagi umumlashmasini ifodalaydi.
Salagean operatorining go‘llanilishi [6] subkoordinatsiya shartlarini differensial tengsizliklar orqali ifodalashga
yangi geometrik mazmun beradi. Operator tartibining ortishi bilan qaralayotgan funksiyalar sinfining torayib
borishi kuzatiladi. Mazkur holat 1-jadvalda keltirilgan radius giymatlarining o‘zgarishida yaqgqol namoyon bo‘ladi.

Ruscheweyh operatori bilan taggoslaganda [11], Salagean operatori differensial tabiatga ega bo'lib,
bu xususiyat superordinatsiya masalalarini tadqiq etishda muayyan afzalliklarni yuzaga keltiradi. Xususan,
joiz funksiyalar sinfini kengroq doirada tanlash hamda (9) munosabatdagi (\beta) parametriga nisbatan
go‘shimcha erkinlikdan foydalanish imkoniyati paydo bo‘ladi. Shanmugam [9] tomonidan olingan natijalar
bilan qiyoslanganda, mazkur tadqigotda kiritilgan (S **(\alpha)) sinfi parametrik tuzilishi bilan ajralib turadi.
Ushbu sinfning boshqa analitik funksiyalar sinflari bilan o‘zaro kiritilish munosabatlarini o‘rganish istigboldagi
tadqigotlarning muhim yo‘nalishlaridan biri hisoblanadi.

Sa’dullayev va Abdullayev [7, 8] tomonidan ko‘p o‘Ichovli kompleks fazolarda olingan natijalarga o‘xshash
tuzilma bir o‘lchovli holatda ham kuzatiladi. Jumladan, funksional fazolarning to‘liglik xossalari Salagean
operatorining tartibiga bog'‘liq holda monoton tarzda o‘zgarishi mumkin. Mazkur bog‘liglik yuqori tartibli operatorlar
yordamida aniglanadigan funksiyalar sinflarining funksional-analitik xususiyatlarini yanada chuqurroq tadqiq
etish uchun nazariy asos yaratadi.

Tadqigot natijalarini yanada rivojlantirish nuqtayi nazaridan quyidagi ilmiy masalalarga alohida e’tibor
garatish magsadga muvofiq. Birinchidan, (12) formulada keltirilgan (r(n\alpha)) bahoning aniqgligi va eng
yaxshi baho ekanligini tekshirish uchun qo‘shimcha nazariy tahlillar o‘tkazish zarur. Ikkinchidan, 2-teoremaning
to'liq isbotini shakllantirishda (q) funksiyasining konvekslik shartlari va joizlik xususiyatlarini batafsil asoslash
lozim. Uchinchidan, (n=0) bo‘lgan xususiy holatda olingan natijalarning klassik teoremalar bilan mosligini har
bir teorema doirasida alohida tekshirish magsadga muvofiq. Ushbu yo‘nalishlar tadgiqot natijalarining nazariy
anigligi, umumiyligi va amaliy ahamiyatini yanada oshirishga xizmat giladi.

XULOSA VA TAKLIFLAR

Ushbu maqolada birlik doirada aniglangan analitik funksiyalar uchun yuqori tartibli differensial
subkoordinatsiya va superordinatsiya nazariyasiga oid muhim ilmiy natijalar olindi. Tadqigot doirasida Salagean
differensial operatoriga asoslangan (S *(\alpha)) va (K (\alpha)) funksiyalar sinflari aniglanib, ularning asosiy
geometrik xossalari tavsiflandi. Birinchi va ikkinchi teoremalarda mos ravishda yulduzsimonlik hamda
konvekslik xossalarini ta’minlovchi differensial subkoordinatsiya va superordinatsiyaning yetarli shartlari
belgilandi. Shuningdek, (12) baho bir yaproqlilik radiusining operator tartibiga bog'liq holda monoton kamayish
xususiyatini ifodalashi ko‘rsatildi. Olingan natijalar Miller-Mocanu klassik nazariyasining asosiy tamoyillari bilan
uyg‘un bo'lib, (n=0) bo‘lgan xususiy holatda standart (S*(\alpha)) va (K(\alpha)) sinflarini tiklash imkonini beradi.
Kelgusida taklif etilgan radius bahosining anigligini asoslash, ekstremal funksiyalarni aniglash, (S **(\alpha))
va (K (\alpha)) sinflari ortasidagi kiritilish munosabatlarini batafsil o‘rganish hamda olingan natijalarni boshga
differensial va integral operatorlarga tatbiq etish magsadga muvofigdir.
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