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LEVI TENGSIZLIGI UCHUN A.N. KOLMOGOROV 
TEOREMALARI

Annotatsiya: Ushbu maqolada Lévy tengsizligining ayrim umumlashmalari hamda ularning xossalari ko‘rib chiqiladi. 
Tadqiqot davomida O. I. Klyosov, A. N. Kolmogorov va P. Lévy tomonidan keltirilgan tengsizliklarga asoslangan holda d>1 
holati uchun yangi natijalar hosil qilinadi. Shuningdek, Lévy tengsizligining ba’zi xususiyatlari keltirilib, ularning matematik 
isboti taqdim etilgan. Ushbu natijalar ehtimollik nazariyasi va statistik tahlil sohalarida muhim ahamiyat kasb etadi hamda 
tasodifiy jarayonlarni o‘rganishda samarali vosita sifatida qo‘llanishi mumkin.

Kalit soʻzlar: Lévy tengsizligi, ehtimollik nazariyasi, tasodifiy miqdorlar, statistik tahlil, Kolmogorov tengsizligi, stoxastik 
jarayonlar.
Abstract: This article considers some generalizations of the Lévy inequality and their properties. In the course of the study, 
new results are obtained for the case d>1 based on the inequalities presented by O.I. Klyosov, A.N. Kolmogorov and P. 
Levy. Also, some properties of the Lévy inequality are presented and their mathematical proof is presented. These results 
are of great importance for statistics and probability theory and can be used as an effective tool in the analysis of random 
processes.

Key words: Lévy inequality, probability theory, random variables, statistical analysis, Kolmogorov inequality, stochastic 
processes.
Аннотация: В статье рассматриваются некоторые обобщения неравенства Леви и их свойства. В ходе исследования 
получены новые результаты для случая d>1 на основе неравенств, представленных О.И. Клёсов, А.Н. Колмогоров 
и П. Леви. Также представлены некоторые свойства неравенства Леви и дано их математическое доказательство. 
Эти результаты важны для статистики и теории вероятностей и могут быть использованы как эффективный 
инструмент при анализе случайных процессов. 

Ключевые слова: неравенство Леви, теория вероятностей, случайные величины, статистический анализ, 
неравенство Колмогорова, случайные процессы.

K I R I S H
Zamonaviy ehtimollar nazariyasi va stoxastik jarayonlar nazariyasining shakllanishida A.N. Kolmogorovning 

ilmiy merosi alohida o‘rin egallaydi. Uning 1933-yilda nashr etilgan «Ehtimollar nazariyasining asoslari» nomli 
asari ushbu sohaning aksiomatik asoslarini belgilab bergan bo‘lsa, keyingi yillarda kiritilgan fundamental 
teoremalari ko‘plab ehtimollar tengsizliklarini, xususan, Levi tengsizligi kabi natijalarni chuqur tahlil qilish 
imkonini yaratdi. Levi tengsizligi o‘z mohiyatiga ko‘ra, ketma-ket random o‘zgaruvchilar yig‘indilarining maksimal 

Saypiddinov Shukrullo Sadrdinovich
Namangan davlat texnika universiteti 
Oliy matematika kafedrasi katta o‘qituvchisi

Baxramov Rustamjon Qambarali o‘g‘li 
Namangan davlat texnika universiteti

Oliy matematika kafedrasi assistent o‘qituvchisi
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qiymatlarini baholashda muhim vosita hisoblanadi va ehtimollik nazariyasidagi cheklanmagan yig‘indilar, kuchli 
qonuniyatlar va konvergensiya muammolarida keng qo‘llaniladi.

A.N. Kolmogorov tomonidan isbotlangan bir nechta asosiysi bo‘lgan Konvergensiya teoremasi, Yig‘indilar 
chegaralanishi haqidagi teorema va Maximal tengsizliklar Levi tengsizligining isboti va umumlashtirilishida asosiy 
nazariy asoslardir. Ushbu maqolada aynan Kolmogorov teoremalari asosida Levi tengsizligining shakllanishi, 
matematik shartlari, isbot texnikasi va qo‘llanilish doirasi tahlil qilinadi. Shuningdek, ushbu tengsizlikni 
zamonaviy stoxastik analizda qo‘llash istiqbollari va u orqali ta’riflanadigan ehtimollik chegaralarining amaliy 
ahamiyati yoritiladi.

Mavzuning dolzarbligi shundaki, ehtimollik nazariyasining bu yo‘nalishi hozirgi kunda moliyaviy matematika, 
statistik fizika, signallarni qayta ishlash va mashinaviy o‘rganish kabi ko‘plab sohaga bevosita tatbiq qilinmoqda. 
Shu bois, Levi tengsizligi va Kolmogorov teoremalari o‘rtasidagi nazariy bog‘liqlikni chuqur o‘rganish, nafaqat 
fundamental bilimlarni mustahkamlash, balki amaliy masalalarni yechishda ham muhim ahamiyat kasb etadi.

Mavzuga oid adabiyotlar sharhi
A.N. Kolmogorovning ehtimollar nazariyasiga kiritgan aksiomatik yondashuvi XX asr matematikasining 

eng muhim burilish nuqtalaridan biri bo‘lib, u orqali ko‘plab ehtimoliy tengsizliklarning nazariy asoslari 
mustahkamlandi. Ayniqsa, Kolmogorovning ketma-ket tasodifiy o‘zgaruvchilarning yig‘indilari va ularning 
maksimal qiymatlari haqidagi ishlari Levi tengsizligini tushunishda asosiy nazariy tayanch bo‘lib xizmat qiladi. 
Kolmogorov 1933-yilda chop etilgan “Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung” asarida ehtimollar 
maydonining aksiomatik modeli va bu modelda konvergensiya masalalarining hal qilinishi haqida to‘liq nazariy 
asos berdi.

Levi tengsizligining tarixiy ildizlari esa P. Lévy nomi bilan bog‘liq bo‘lib, u tasodifiy o‘zgaruvchilar yig‘indilarining 
ehtimoliy chegaralarini aniqlashga oid natijalarni ilk bor 1930-yillarda keltirib chiqqan. Lévy o‘zining ishlari orqali 
ehtimolliklar nazariyasida kuchli qonunlar va limit teoremalari yo‘nalishini rivojlantirdi. Aynan ushbu yo‘nalishda 
Kolmogorov teoremalari bilan uyg‘unlashgan Levi tengsizligi mustahkam matematik apparatga aylandi.

Rossiyalik matematiklar orasida I.A. Ibragimov va Yu.V. Linnik o‘z tadqiqotlarida Kolmogorov tengsizliklari 
va ularning umumlashtirilgan shakllarini ishlab chiqdilar. Ayniqsa, Linnikning “Metody teorii veroyatnostey i 
matematicheskoy statistiki” nomli fundamental asari ushbu sohada tadqiqot olib borayotganlar uchun muhim 
qo‘llanma bo‘lib xizmat qiladi. Bu asarda tasodifiy o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘liqlik, ularning maksimal 
qiymatlarini baholash va konvergensiya mezonlari muhim o‘rin egallaydi.

G‘arb olimlari orasida William Feller tomonidan yozilgan “An Introduction to Probability Theory and Its 
Applications” kitobi Kolmogorov teoremalari va ular asosida keltirilgan ehtimollik tengsizliklarini keng tahlil qiladi. 
Feller o‘z asarida Levi tengsizligining isbot uslublarini Kolmogorovning maksimal tengsizliklari bilan bog‘lab, 
ularning o‘zaro ekvivalentligi yoki farqli hollarda qanday shartlar ostida qo‘llanishi mumkinligini ko‘rsatib bergan.

Shuningdek, R. Durrettning “Probability: Theory and Examples” nomli kitobida ham Levi tengsizligi alohida 
bob sifatida ko‘rib chiqilib, Kolmogorov teoremalari yordamida uning isboti batafsil yoritilgan. Bu yondashuv 
amaliy masalalarda, ayniqsa, markov jarayonlari va stoxastik differensial tenglamalarda Levi tengsizligining 
qo‘llanishini asoslab beradi.

Yaqin yillarda S.R.S. Varadhan va L. Breiman kabi olimlar tomonidan olib borilgan izlanishlar orqali 
ehtimollar nazariyasida limit xossalari, ortiqcha cheklovlar sharoitida konvergensiya va og‘ishlar nazariyasi 
doirasida Levi tengsizligining chuqurroq tafsillari ishlab chiqildi. Ayniqsa, bu tengsizliklarning katta og‘ishlar 
nazariyasidagi roli bugungi kunda ehtimollar va statistik fizika kesishgan nuqtalarda alohida ahamiyat kasb 
etmoqda.

Yuqoridagi manbalar asosida aytish mumkinki, Levi tengsizligi nafaqat Kolmogorov teoremalari yordamida 
isbotlanadigan nazariy natija, balki u hozirgi zamon ehtimollar nazariyasining ko‘plab tarmoqlarida qo‘llaniladigan 
asosiy vositadir.

T A D Q I Q O T  M E T O D O L O G I YA S I
Ushbu tadqiqotda Levi tengsizligi va A.N. Kolmogorov teoremalari bo‘yicha mavjud nazariy manbalar, 

klassik ehtimollar nazariyasi kitoblari hamda zamonaviy maqolalar kontent tahlil usuli asosida o‘rganildi. 
Ma’lumotlar tanlab olingan holatlarda solishtirma tahlil qo‘llanilib, teoremalarning isbot uslublari va ularning 
o‘zaro bog‘liqligi analitik jihatdan baholandi.

T A H L I L  V A  N A T I J A L A R
Levi tengsizligi va A.N. Kolmogorov teoremalari ehtimollar nazariyasining chuqur nazariy asoslarini tashkil 

etuvchi fundamental tushunchalardir. Ushbu tahlil bo‘limida mazkur ikki tushuncha o‘rtasidagi o‘zaro bog‘liqlik, 
ularning isbot uslublari, tatbiq doirasi va zamonaviy ehtimollar nazariyasidagi ahamiyati batafsil tahlil qilinadi. 
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Avvalo, Levi tengsizligi tasodifiy o‘zgaruvchilarning yig‘indilarining maksimal qiymatlari ustidan baho olishga 
imkon beruvchi muhim tengsizliklardan biri hisoblanadi. Bu tengsizlik, asosan, mustaqil tasodifiy o‘zgaruvchilar 
yig‘indilarining ehtimoliy chegaralarini aniqlashda qo‘llaniladi va kuchli qonuniyatlar, ya’ni kuchli qonunlar 
(strong laws of large numbers) doirasida katta ahamiyat kasb etadi.

A.N. Kolmogorovning ismlari bilan bog‘liq bo‘lgan maksimal tengsizliklar esa ushbu Levi tengsizligini 
isbotlashda asosiy vosita sifatida namoyon bo‘ladi. Kolmogorovning 1930-yillar boshlarida ishlab chiqqan 
teoremalari tasodifiy o‘zgaruvchilar ketma-ketligining konvergensiyasi va ular yig‘indilarining chegaralanishini 
tahlil qilishda keng qo‘llanilgan. Ayniqsa, Kolmogorovning maksimal tengsizligi, uning uchinchi teoremasi va 
konvergensiya mezonlari Levi tengsizligini isbotlashda o‘ziga xos ahamiyatga ega. Bu teorema quyidagicha 
ifodalanadi: agar tasodifiy o‘zgaruvchilar mustaqil va nolga teng kutilmaga ega bo‘lsa, u holda ularning 
yig‘indilari maksimal qiymatining kvadratining kutilishi ularning kvadratlari kutilishlari yig‘indisiga bog‘liq tarzda 
chegaralanadi. Mazkur natija Levi tengsizligining teoremaviy asosini tashkil etadi.

Tahlil davomida o‘rganilgan manbalar shuni ko‘rsatadiki, Levi tengsizligi asosan tasodifiy o‘zgaruvchilarning 
maksimal funksiyalari orqali baholashni ko‘zda tutadi. Bu yerda tasodifiy jarayonning eng yuqori cho‘qqisini 
aniqlash muhim bo‘ladi, chunki ko‘plab amaliy masalalarda aynan ushbu maksimal qiymat muhim statistik 
o‘lchov hisoblanadi. Masalan, moliyaviy xavflarni baholash, signal kuchini aniqlash, transport oqimlarining eng 
yirik og‘ishlarini topish va boshqa ko‘plab amaliy sohalarda bu tengsizlik samarali vosita sifatida ishlatiladi. 
Ayniqsa, katta og‘ishlar nazariyasida Levi tengsizligi muhim o‘rin tutadi, chunki u tasodifiy hodisalarning 
ehtimoliy chegaralarini aniq ko‘rsatib beradi.

Levi tengsizligi ehtimollik nazariyasi va statistik tahlilda muhim o‘rin tutadi. U tasodifiy miqdorlar taqsimotining 
chegaraviy xususiyatlarini aniqlashda ishlatiladi. Ushbu maqolada bayon etilgan natijalar mustaqil tasodifiy 
o‘zgaruvchilar uchun umumiy tengsizliklarni kengaytirish imkonini beradi. Ayniqsa, statistik modellashtirish va 
stoxastik jarayonlar nazariyasida mazkur tengsizliklarning qo‘llanilishi dolzarb hisoblanadi.

Teorema 1. Faraz qilaylik {X( nkk <); } lar bog’liq bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar bo‘lsin, bunda 
.10,20 <<≤< qα  quyidagini kiritamiz:

				  
∑
<

=
nk

kXEM
α

α )(

U holda barcha x>0 uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli,

),)
1
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1
αα

q
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dnSPqxkSP d

nk −
−≥≤≥ −

<
			   (1)

bu yerda L=1,agar 10 ≤< α , yoki 2=α va L=2 bo‘lsa, agar .20 ≤< α bo‘ladi.

Teorema 2. Faraz qilaylik {X( nkk <); }lar bog’liq bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar bo‘lsin,

∑
<
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nk

kEXnBkEX ),()(,0)( 2

u holda 0>∀x  uchun quyidagilar o‘rinli: 
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Teoema 3. Agar biror 0,0 >≥ qñ  uchun

),())()(( nkqckSnSP <≥−≥−
bo‘lsa, u holda 

))(())(max( cdxnSPqxkSP d

nk
−≥≤≥ −

< 				    (3)
Bizga ma’lumki,  ∀  x>0 uchun quyidagi Levi tengsizligi o‘rinli 

P{
max

1 nk≤≤  [Sk-µ(Sk-Sn)]≥x}≤2P(Sn≥x)					     (4)
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bu yerda µ(x)-X tasodifiy mikdorning medianasi. 
Bu tengsizlikdan, agar quyidagi qo‘shimcha shartlar o‘rinli bo‘lsa, u holda ∀  x>0 uchun

P{
max

1 nk≤≤  Sn≥x}≤2P{Sn≥x-(2

2
1

1

2 )∑
=

n

i
iEX

} 			    (5)

ni hosil qilamiz.
(4) tengsizlik A.N.Kolmogorov tomonidan takroriy logarifm qonunida hosil qilingan edi.
Teorema 4. Faraz kilaylik X1,...,Xn-bog‘liq bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar va i=2,…, n uchun EXi

=0 , EXi
2<

∞  bo‘lsin.
Quyidagini kiritamiz:

2

1
i

n

i
EXD ∑

=

=
,

u holda ∀ q, 0<q<1 uchun va ∀ x >0 uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli:

})
1

({1}{ 2
1

1
max q

DxSP
q

xSP nk
nk −

−≥≤≥
≤≤ 				    (6)

bundan q= 2
1

bo‘lganda (5) dan (6) kelib chiqadi. 
Teorema5. Agar s≥0 va q>0 uchun P{Sn-Sk≥-c}≥q , k=1,…,n-1,
tengsizlik urinli bo‘lsa, u holda∀ x >0 uchun quyidagi munosabat o‘rinli:

P{max Sk≥x }≤ q
1

P(Sn≥x-s}				     (7)

X U L O S A  V A  T A K L I F L A R
Levi tengsizligi ehtimollik nazariyasida muhim vositalardan biri bo‘lib, u tasodifiy jarayonlarni chuqurroq 

o‘rganish va ularning chegaraviy xossalarini aniqlash imkonini beradi. Ushbu maqolada ushbu tengsizlikning 
ayrim umumlashmalari va ularning statistik tahlildagi roli ko‘rib chiqildi. Natijalar tasodifiy miqdorlarning yuqori 
chegaralarini baholash uchun ishlatilishi mumkin.
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