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ПРИМЕНЕНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ  В 
ПРОЦЕССЕ ОБУЧЕНИЯ ГЕОМЕТРИИ
Актамова Васила Укатамовна 
преподаватель, Самаркандский государственный университет ветеринарной медицины, 
животноводства и биотехнологии,

Axtamova Umida Uktamovna
Samarqand tuman 31 maktab matematika fani o‘qituvchisi

Mayramaliyeva Dilbar Eldorovna
Самаркандский государственный университет ветеринарной медицины, 
животноводства и биотехнологии Iqtisodiyot fakulteti, 
Iqtisod yo‘nalishi 104- guruh talabasi

Аннотация: Рассматриваются методические аспекты применения комплексных чисел в школьном курсе 
геометрии, которые позволяют обучать учащихся решению задач по готовым формулам прямым вычислением, 
элементарными выкладками. Использование этих формул связано с условиями задач и их требованиями. Этот 
метод решения задач имеет преимущества по сравнению с координатным, векторным и другими методами, 
которые требуют от учащегося сообразительности, длительных изысканий, несмотря на то, что способ решения 
может быть очень коротким.

Подчёркнуто, что при реализации данного метода на уроках математики основными направлениями являются: 
применение к доказательству свойств фигур на плоскости, коллинеарность точек, параллельность и 
перпендикулярность прямых, а также использование их при доказательстве классических теорем геометрии.

Ключевые слова: комплексные числа, векторы, коллинеарность, параллелограмм, окружность, прямая, плоскость.
Annotatsiya: Maqolada maktab geometriya kursida kompleks sonlarni qo‘llashning metodik jihatlari ko‘rib chiqiladi. Ushbu 
yondashuv o‘quvchilarga masalalarni tayyor formulalar asosida bevosita hisoblash va sodda algebraik ifodalar yordamida 
yechishni o‘rgatadi. Bu formulalardan foydalanish masalaning shartlari va talablariga bog‘liqdir. Ushbu usul koordinatalar, 
vektorlar va boshqa metodlarga nisbatan afzalliklarga ega bo‘lib, ularning aksariyati garchi yechimi qisqa bo‘lsa-da, 
o‘quvchidan topqirlik va uzoq izlanishni talab qiladi.

Mazkur metodni matematika darslarida qo‘llashda asosiy yo‘nalishlar sifatida quyidagilar alohida ta’kidlanadi: tekislikdagi 
geometrik shakllarning xossalarini isbotlash, nuqtalarning kollinearligi, to‘g‘ri chiziqlarning parallel va perpendikulyarligini 
aniqlash, shuningdek ularni klassik geometriya teoremalarini isbotlashda qo‘llash.

Kalit soʻzlar: kompleks sonlar, vektorlar, kollinearlik, parallelogramma, aylana, to‘g‘ri chiziq, tekislik.
Abstract: The article examines methodological aspects of using complex numbers in the school geometry curriculum, which 
allow students to solve problems using ready-made formulas through direct calculations and elementary derivations. The 
use of these formulas depends on the conditions and requirements of the problems. This problem-solving method offers 
advantages over coordinate, vector, and other methods that, despite often having shorter solutions, require ingenuity and 
lengthy reasoning from students.

It is emphasized that the main directions for implementing this method in mathematics lessons include proving properties 
of figures on a plane, the collinearity of points, parallelism and perpendicularity of lines, as well as its use in proving 
classical geometry theorems.

Key words: complex numbers, vectors, collinearity, parallelogram, circle, line, plane.

УДК 372.851

Применение комплексных чисел в школьном курсе геометрии позволяет решать задачи по готовым 
формулам прямым вычислением, элементарными выкладками. Выбор этих формул связан с условиями 
задач и их требованиями. Поэтому этот метод решения задач имеет преимущества по сравнению с 
координатным, векторным и другими методами, которые требуют от учащегося сообразительности, 
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длительных изысканий, несмотря на то, что способ решения может быть очень коротким [9], [10], [11].
1. Основные понятия метода. Каждой точке M(z) на плоскости взаимно однозначно соответствует 

вектор. Поэтому комплексные числа можно интерпретировать как векторы, приложенные к точке O. 
Отсюда вытекает, что действиям сложения и вычитания комплексных чисел соответствуют аналогичные 
действия над векторами [14–19].

Это означает, что  если а и b - комплексные координаты точек  A и В соответственно, то число с=а+b 

является координатой точки С, такой, что OBOAOC += . Комплексному числу d=a-b соответствует 

такая точка D, что OBOAOD −= .  Расстояние между точками А и В равно |||||| baODBA −== : т.е. 
|АВ| = |а-b|.                       

Если ,iyxz +=  ,iyxz −=
zziyxiyxyxyxz ⋅=−+=+== + ))((22

2
2 22

|z|2= z
z , то

                      |AB|2=(a-b)( ba − ).                                                              (1)

Уравнение zz ⋅ = r2 определяет окружность с центром О радиуса r. Отношение 
)1(, −≠= λλ

CB
AC

, в котором точка С делит данный отрезок АВ, выражается через комплексные координаты этих точек: 

,, λλλ =
−
−

=
cb
ac

откуда  
.

1 λ
λ

+
+

=
ba

c
 Если положить 

α
λ
=

+1
1

 и 
β

λ
λ

=
+1 , то                                                                 

                      .,,1, ββααβαβα ===++= bac                                            (2)
Условия (2) необходимы и достаточны для того, чтобы точки А, В, С  принадлежали одной прямой, 

т.е. коллинеарны.  Если 1=λ , то точка   С  является серединой отрезка AB, и обратно.  Тогда:  c = 

)(
2
1 ba +

.                                            
2. Применения к доказательству свойств фигур на плоскости. Пусть имеем параллелограмм ABCD. 

Если точки А, В, С, D имеют соответственно комплексные координаты а, b, с, d , то его центр имеет 

комплексную координату 
)(

2
1 ca +

 = 
)(

2
1 db +

. Если не исключать случай вырождения параллелограмма, 
когда все его вершины оказываются на одной прямой, то равенство a+c = b+d является необходимым 
и достаточным условием того, чтобы четырехугольник ABCD был параллелограммом [1].[2],[3],4],[5].

Свойство 1. Пусть дан четырехугольник ABCD и точки М и N – середины диагоналей АС и BD. Тогда 
справедливо равенство 

|AB|2+|BC|2+|CD|2+|DA|2 = |AC|2+|BD|2+4|MN|2.
Доказательство. Пусть точкам A, В, С, D, М, N соответствуют комплексные числа а, b, с, d, т, п. Так 

как m = 
)(

2
1 ca +

 и n = 
)(

2
1 db +

, то  

|AB|2+|BC|2+|CD|2+|DA|2 =+++= )a-da)(-(d)d-cd)(-(c)c-bc)(-(b)b-ab)(-(a
a),daddcdccbcbbab(a - )ddccbba2(a ++++++++++=

|AC|2+|BD|2+4|MN|2 =++=  )n-mn)(-4(m)d-bd)(-(b)c-ac)(-(a
  )d-b-cad)(-b-c(ad)bdbcac(a-)ddccbba(a =+++++++++=

a)daddcdc(c)bcbbab(a-)ddccbba2(a ++++++++++= .
Так как обе стороны доказываемого равенства равны одному и тому же выражению, значит они 

сами тоже равны.
Свойство 2. Если в плоскости параллелограмма ABCD найдется такая точка М, удовлетворяющая 

равенству  |MA|2+|MC|2=|MB|2+|MD|2, тo ABCD - прямоугольник.



IQ
T

IS
O

D
IY

O
T

Э
К
О
Н
О
М
И
К
А

E
C

O
N

O
M

Y

https://yashil-iqtisodiyot-taraqqiyot.uz412

YA S H I L  I Q T I S O D I Y O T  VA  TA R A Q Q I Y O T 2025-yil, 17–18-aprel. 
maxsus son / № 5

Доказательство. Принимая за начальную точку центр параллелограмма ABCD, то вышеуказанных 
обозначениях с= -a, d= -b, и поэтому данное в условии равенство будет эквивалентно равенству 

ba
22

=
, т.е. bbaa = , отсюда видно, что диагонали параллелограмма равны, т. е. он прямоугольник.

Свойство 3. Сумма квадратов диагоналей AC, BD четырехугольника ABCD равна удвоенной сумме 
квадратов отрезков MN, PQ, соединяющих середины противоположных сторон.                      

Доказательство. Дано: AC, BD- диагонали четырехугольника ABCD ; MN, PQ – отрезки, соединяющие 
середины противоположных сторон.             

Требуется доказать: ).|||(|2|||| 2222 PQMNBDAC +=+

Левая часть равенства в комплексной форме имеет вид: ))(())(( dbdbcaca −−+−− . Используя 
формулу (1), находим комплексное равенство правой части  и непосредственным подсчетом убеждаемся, 
что она равна левой.

Cвойство 4. Сумма квадратов медиан BM, AN, CP треугольника  ABC равна 4
3

 суммы квадратов 
его сторон. 

Доказательство. Дано: АВ,ВС и АС – стороны треугольника АВС;  BM, AN, CР- его медианы. 
Требуется доказать: 

).|||||(|
4
3|||||| 222222 ACBCABCPBMAN ++=++

 
Выразим левую часть, воспользовавшись формулами (1) и (2), и убедимся в том, что она равна 

правой. 
3. Применения к изучению понятий параллельности и перпендикулярности. Пусть на комплексной 

плоскости даны точки А(а) и B(b). Векторы OA  иOB  сонаправлены тогда и только тогда, когда arg 

a = arg b, т. е. при  arg а - arg b=arg b
a

=0 (при вычитании комплексных чисел, из аргумента делимого 
вычитается аргумент делителя!). Эти векторы направлены противоположно в том и только в том случае, 

если arg a - arg b=arg
π±=

b
a

.Комплексные числа с аргументами 0, π , π− являются действительными. 
Теорема (признак коллинеарности точек О, А, В): Для того чтобы 
точки А(а) и В(b) были коллинеарны с начальной точкой О, необходимо и достаточно, чтобы частное 

b
a

 было действительным числом, т. е. 

                                       b
a

b
a
=

 или baba =                                                (3)

Так как в этом случае число 
0≠= k

b
a

 действительное (k= k ), то критерий (3) равносильно такому:

                      kkkkba =≠= ,0, .                                                                 (4)

Пусть  даны точки A(а), B(b), C(c), D(d). Векторы BA  и DC  коллинеарны тогда и только тогда, когда 
точки, определяемые комплексными числами а–b и с–d, коллинеарны с началом О.    

Следствия. 1. На основании равенства (3) имеем:

))(())((|| dcbadcbaCDAB −−=−−⇔ ;                       (5)
2. Когда точки А, В, С, D принадлежат единичной окружности zz =l, то выполняются равенства 

d
d

c
c

b
b

a
a 1,1,1,1

====
, и поэтому условие (5) принимает вид:

cdabCDAB =⇔||  ;                                               (6)
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3. Коллинеарность точек A, В, С характеризуется коллинеарностью векторов AB  и AC . Используя 
(5), получаем:

c)-)(ab-a()c-ab)(-(a = .                                        (7)
Это критерий принадлежности точек A, B, С одной прямой. Его можно представить в симметричном  

виде 
0)()()( =−+−+− bacacbcba                                     (8)

Если точки A и B принадлежат единичной окружности zz =l, то b
b

a
a 1,1

==
и поэтому каждое из 

соотношений (7) и (8) преобразуется (после сокращения на (а-b) в такое: 
                                               bacabc +=+                                                 (9)
Точки А и В фиксируем, а точку С будем считать переменной, переобозначив ее координату через 

z. Тогда каждое из полученных соотношений (7), (8), (9) будет уравнением прямой АВ:
0ab-baza)-(b)zb-a( =++ ,                                       (7а)                

  bazab  z +=+ .                                                (9a)
 В частности, прямая ОА имеет уравнение .zaza =

Очевидно, что  2
argargarg π

±==−⇔⊥
b
abaOBOA

.  Комплексные числа с аргументами 

2
π

 и 2
π

−
- являются чисто мнимыми. Поэтому b

a
b
aOBOA −=⇔⊥

или 

                             0=+⇔⊥ babaOBOA                                      (10)
Отрезки АВ и CD перпендикулярны тогда и только тогда, когда векторы точек с комплексными 

координатами а–b и с–d перпендикулярны. В силу (10) имеем:

                          0))(())(( =−−+−−⇔⊥ dcbadcbaOBOA                        (11)
В частности, когда точки А, В, С, D принадлежат единичной окружности zz =l, то зависимость (11) 

упрощается:

                                      0=+⇔⊥ cdabOBOA                                          (12)
Выведем уравнение касательной к единичной окружности zz =l в ее точке P(р). Если М (z) 

– произвольная точка этой касательной, то MPOP ⊥  и обратно. На основании (11) имеем: 
0)()( =−+− zppzpp или p2pzpzp =+ .

Поскольку 1=pp , то уравнение касательной становится таким: 

                                               2zpzp =+ .                                                  (13) 
Это частный случай уравнения (9a) при а=b=р. 
Пример 1. Найти координату точки пересечения секущих АВ и CD единичной окружности zz =l, если 

точки А, В, С, D лежат на этой окружности и имеют соответственно комплексные координаты а, b, с, d. 
Пользуясь уравнением (9а), получаем систему 





+=+
+=+

dczcd  z
bazab  z

 из которой почленным вычитанием находим:

                               cdab
dcbaz

−
+−+

=
)()(

                                                      (14)
В том частном случае, когда хорды АВ и CD перпендикулярны, в силу (12) ab=-cd, и поэтому 

результат (14) приводится к виду  
),111

a
1(

2
1

dcb
z +++=
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откуда	

).(
2
1 dcbaz +++=

                                                     (15) 

В этом случае точка пересечения определяется только тремя точками A, В, С, так как c
abd −=

, и, 
значит,

                                       
).(

2
1

c
abcbaz −++=

                                                    (16)
Пример  2. Найти комплексную координату точки пересечения касательных в точках A(а) и B(b) 

единичной окружности zz =l. 
Решение. Для искомой координаты z имеем систему





=+

=+

,2
,2

zbzb
zaza

из которой находим: .
)(2
baba

baz
−
−

=
 Поскольку 

,1,1
b

b
a

a ==
 то получаем окончательно:

                                      
,2

ba
abz
+

=
 или 

)11(
2
11

baz
+=

                                         (17)
4. Доказательство классических теорем элементарной геометрии.
Теорема Ньютона. В описанном около окружности четырехугольнике середины диагоналей 

коллинеарны  с центром окружности.

                              
Доказательство. Примем центр окружности за начало, полагая ее радиус равным единице. 

Обозначим точки касания сторон данного четырехугольника AoBoCoDo через А, В, С, D (в круговом 
порядке). Пусть М и N – середины диагоналей АoСo и BoDo соответственно. Тогда согласно (17) точки Аo, 
Вo, Сo, Do будут иметь соответственно комплексные координаты:

,2,2,2,2
0000 dc

cdd
cb

bcc
ba

abb
da

ada
+

=
+

=
+

=
+

=

где a, b, c, d – комплексные координаты точек A, B, C, D.
Поэтому 

.)(
2
1,)(

2
1

0000 dc
cd

ba
abdbn

cb
bc

da
adcam

+
+

+
=+=

+
+

+
=+=

Найдем 
.

))((
))((

adcb
dcba

n
m

++
++

=
 Поскольку 

,1,1
b

b
a

a == ,1,1
d

d
c

c ==
то отсюда видно, что 

.
n
m

n
m
=

Таким образом, на основании (3) точки О, М, N коллинеарны.
 Теорема Гаусса. Если прямая пересекает прямые, содержащие стороны ВС, СА, АВ треугольника 

АВС соответственно в точках А1, B1, C1, то середины отрезков АА1, ВВ1, СС1 коллинеарны.
Доказательство. Используя (11), запишем условия коллинеарности троек точек АВ1С, СА1В, ВС1А, 
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A1B1C1:

                           0,)b-a(c)a-c()c-b(a
0,)c-ba()b-a()a-cb(
0,)a-cb()c-b()b-ac(
 0,)b-a(c)a-c()c-ba(

111111111

111

111

111

=++

=++

=++

=++

b
c
a
b

                              (18) 
Если М, N, P – середины отрезков AA1, BB1, CC1, то предстоит показать, что

                             0)()()( =−+−+− nmpmpnpnm                                   (19)

Так как 
),(

2
1),(

2
1),(

2
1

111 ccpbbnaam +=+=+=
 то доказываемое равенство (19) эквивалентно 

такому:

  0))(())(())(( 111111111 =−−+++−−+++−−++ bbaaccaaccbbccbbaa
или после перемножения:

     0)()()()(
)()()()(

)()()()(

111111

111111

111111

=−+−+−+−+

+−+−+−+−+
+−+−+−+−

bacbañbacbac
acbañbacbacb

cbacbacbacba

                              (20)
Отсюда вытекает, что (23) получается почленным сложением равенств (18).
Таким образом, решения геометрических задач средствами комплексных чисел осуществляет 

интеграцию алгебры и геометрии и позволяет решать геометрические задачи единообразно согласно 
готовым формулам.[13],[14] Этот метод  предоставляет шанс взглянуть на задачи по геометрии с другой 
точки зрения, научиться этому, что многочисленные задачи возможно решать аналитическим способом, 
в целом никак не используя чертежей. 
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