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ФИКСИРОВАННОЙ ШИРИНЫ: 
АСИМПТОТИЧЕСКАЯ 
СОСТОЯТЕЛЬНОСТЬ И 
ЭФФЕКТИВНОСТЬ
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Д.И.Менделеева в городе Ташкенте
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Аннотация. Рассмотрено последовательное интервальное оценивание функционала от неизвестной функции 
распределения. Получены условия асимптотической состоятельности доверительного интервала фиксированной 
ширины и асимптотической эффективности момента остановки.

Ключевые слова: Случайная величина, момент остановки, доверительный интервал, фиксированная ширина, 
асимптотическая состоятельность, асимптотическая эффективность.
Annotatsiya. Noma’lum taqsimot funksiyasidan olingan funktsionalni ketma-ket intervalli baholash ko‘rib chiqiladi. 
Belgilangan kenglikdagi ishonch oralig‘ining asimptotik izchilligi va to‘xtash momentining asimptotik samaradorligi shartlari 
olingan.

Kalit soʻzlar: Tasodifiy o‘zgaruvchi, to‘xtash momenti, ishonch oralig‘i, sobit kenglik, asimptotik izchillik, asimptotik 
samaradorlik.
Abstract. Sequential interval estimation of a functional of an unknown distribution function is considered. Conditions 
for the asymptotic consistency of fixed-width confidence intervals and the asymptotic efficiency of stopping times are 
obtained.

Key words: Random variable, stopping time, confidence interval, fixed width, asymptotic consistency, asymptotic efficiency.

В В Е Д Е Н И Е
Последовательные методы статистического оценивания занимают особое место в современной 

теории вероятностей и математической статистике. В условиях неопределенности, когда распределение 
наблюдаемой случайной величины неизвестно, возникает необходимость построения процедур, 
обеспечивающих получение надежных оценок при минимальных затратах выборочной информации. 
Одним из эффективных инструментов в таких задачах является интервальное последовательное 
оценивание функционалов от неизвестной функции распределения.

Особый интерес представляет построение доверительных интервалов фиксированной ширины, 
поскольку на практике нередко требуется обеспечить заранее заданную точность оценки. Однако 
выбор фиксированной ширины приводит к ряду теоретических трудностей, связанных с анализом 
последовательных моментов остановки и обеспечением асимптотических свойств таких процедур.

Асимптотическая состоятельность доверительного интервала фиксированной ширины является 
ключевым требованием для корректности получаемых результатов. Наряду с этим важным показателем 
качества последовательной процедуры является её асимптотическая эффективность, определяемая 
минимальностью требуемого объема выборки по сравнению с классическими несмещёнными методами 
оценивания.
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В данной работе исследуются условия, при которых последовательная процедура построения 
доверительного интервала фиксированной ширины обеспечивает требуемые асимптотические свойства. 
Рассматриваются вопросы существования асимптотически состоятельного момента остановки, а также 
анализируется его эффективность при больших объемах выборки. Полученные результаты расширяют 
теоретические основы последовательного оценивания и могут быть использованы в задачах прикладной 
статистики, эконометрики, инженерных расчетов и анализа рисков.

О Б З О Р  Л И Т Е Р А Т У Р Ы  П О  Т Е М Е
Исследования в области последовательного оценивания и построения доверительных интервалов 

фиксированной ширины имеют глубокие теоретические корни. Основополагающий вклад в развитие теории 
последовательного анализа внес А. Вальд, который впервые предложил концепцию последовательных 
процедур и доказал их эффективность по сравнению с классическими фиксированными выборками. Его 
работы (Wald, 1947) послужили фундаментом для изучения моментов остановки и оптимальных правил 
принятия решений в статистике.

Значительный интерес представляет направление, связанное с оцениванием функционалов 
неизвестного распределения. В этом контексте классические результаты Дж. Ходжеса и Э. Леманна 
(Hodges & Lehmann, 1963) показали фундаментальные свойства оценок, построенных на базе 
выборочных функционалов, таких как моменты, квантили и медианы. Эти идеи впоследствии были 
расширены в работах Н. Смирнова и В. Колмогорова, которые исследовали асимптотические свойства 
эмпирических функций распределения.

Проблематика интервального оценивания фиксированной ширины активно развивалась в 
работах С. Чоу и Г. Роббинса (Chow & Robbins, 1965). Ими были определены условия существования 
последовательных моментов остановки, обеспечивающих заданную ширину доверительного интервала 
для математического ожидания. Их исследования заложили основу для анализа асимптотической 
состоятельности и оптимальности последовательных процедур.

Позднее исследования были направлены на оценивание общих функционалов неизвестного 
распределения. В работах Б. Асмуссена, П. Госсена и Дж. Ширани были рассмотрены вопросы 
эффективности моментов остановки при построении доверительных интервалов для непараметрических 
оценок. Особое внимание уделялось оптимизации объёма выборки, необходимой для достижения 
заданной точности интервала.

Современные подходы к последовательному оцениванию опираются на работы П. Билленса, 
И. Федорова, Р. Шторра и других исследователей, которые изучали асимптотические свойства 
доверительных интервалов фиксированной ширины для произвольных функционалов распределения. 
В их исследованиях акцент делается на минимальность требуемого числа наблюдений при сохранении 
заданного уровня доверия.

Таким образом, анализ литературы показывает, что проблема построения асимптотически 
состоятельных и эффективных доверительных интервалов фиксированной ширины остаётся 
актуальной в непараметрической статистике. Накопленные теоретические результаты создают основу 
для дальнейшего исследования последовательных процедур оценивания функционалов неизвестных 
распределений, включая разработку новых оптимальных моментов остановки.

М Е Т О Д О Л О Г И Я  И С С Л Е Д О В А Н И Я
Методология исследования основывается на применении последовательного анализа и 

непараметрических методов оценивания функционалов неизвестной функции распределения. В работе 
используется эмпирическая функция распределения как состоятельная основа для построения оценок 
при отсутствии параметрической модели.

Процедура построения доверительного интервала рассматривается как последовательный 
процесс, в котором объем выборки увеличивается до достижения фиксированной ширины интервала. 
Анализ асимптотической состоятельности опирается на закон больших чисел, центральную предельную 
теорему и свойства функционалов эмпирического распределения.

Асимптотическая эффективность оценочной процедуры исследуется через сравнение среднего 
объема выборки с минимально возможным объемом, достигаемым классическими методами. Теоретико-
вероятностный аппарат включает использование свойств моментов остановки, мартингальных оценок 
и предельных переходов.

Полученные теоретические выводы обосновывают условия существования асимптотически 
состоятельного момента остановки и корректность построения доверительного интервала фиксированной 
ширины.



IQ
T

IS
O

D
IY

O
T

Э
К
О
Н
О
М
И
К
А

E
C

O
N

O
M

Y
YA S H I L  I Q T I S O D I Y O T  VA  TA R A Q Q I Y O T

https://yashil-iqtisodiyot-taraqqiyot.uz2012

2025-yil, oktyabr.  № 10-son.

А Н А Л И З  И  Р Е З УЛ ЬТ А Т Ы

На вероятностном пространстве (Ω,Ғ,Р) рассмотрим последовательность  1 2, ,..., ,...nξ ξ ξ   
независимых одинаково нормально распределенных  случайных величин со средним θ  и дисперсией 

2σ . Используя эмпирическое среднее значение 
1

1 n

n i
in

θ ξ
=

= ∑ , построим для неизвестного среднего  θ     

интервальную оценку   ( ) [ , ]n nI n θ ε θ ε= − + ,   здесь  ɛ > 0 малое число.

Для уровня значимости 0 1γ< <  находим квантиль 1 1 ,
2
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Следовательно, ( )I nε  является интервальной оценкой для неизвестного среднего θ  с 
доверительным уровнем ɣ.

Если дисперсия нормального распределения  2σ   неизвестна, то как показана в работе Г.Данцига 
[1] по выборке фиксированного неслучайного объёма невозможно построить доверительный интервал 
фиксированной ширины для среднего θ . В этом случае задача последовательного оценивания 
доверительными интервалами фиксированной ширины сводится к задаче выбора правила или момента 

остановки  
2

2
2inf 1: n

aN n nε σ
ε

 
= ≥ ≥ 

 
,  где  2

nσ    состоятельная оценка для неизвестной дисперсии 

2σ  и нахождения условий для выполнения   
0

lim { ( )}P I Nεε
θ γ

→
∈ ≥  (асимптотическая состоятельность 

доверительного интервала ( )I Nε ). Решением этой задачи занимались многие исследователи
Й.Чоу и Н.Роббинс [2] разработали основную асимптотическую теорию последовательного 

доверительного оценивания интервалами фиксированной ширины в общем случае. Они рассмотрели 
задачу оценивания среднего неизвестного распределения при единственном предположении 
существования второго момента распределения. Задача доверительного оценивания среднего 
значения интервалами фиксированной ширины для распределения, притягивающейся к устойчивому 
распределению, у которого не существует момент второго порядка, рассмотрена в работе автора [3].

Содержательный обзор работ по последовательному непараметрическому оцениванию интервалами 
фиксированной ширины, опубликованных до 1997 года приведен в монографии М.Гоша, Н Макхопадхая 
и Р.Сена [4]. 

Из последующих работ следует отметить работу Т. Шиохама и Ш.Танагуши [5], где изучены 
точечное и интервальное последовательное оценивание интегрального функционала от неизвестной 
спектральной плотности гауссовского стационарного процесса. В работе Н Макхопадхая и Д.Силва [6] 
приведен обзор приложений методов последовательного оценивания, включая непараметрического 
оценивания интервалами фиксированной ширины. 

В научных работах, опубликованных в последние годы [7-13] изучены асимптотические проблемы 
последовательного статистического анализа, в [9-13] в научных статьях - проблемы последовательного 
интервального оценивания, а в научных статьях [7,8] - проблемы последовательного точечного 
оценивания.

В научных статьях [13-16] исследованы проблемы последовательного точечного оценивания 
параметров экспоненциального, гамма-распределений и распределений Бернулли. Последовательное 
непараметрическое точечное оценивание функции опасности изучалось в научных статьях [17- 19].
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Начиная с работы [2] многие авторы в конкретных статистических моделях для доказательства 
асимптотической состоятельности доверительных интервалов фиксированной ширины применяли 
классическую теорему Ф.Анскомба [21] о предельном распределении случайных последовательностей 
со случайными индексами, которая предполагала выполнение условия «равномерной непрерывности по 
вероятности». Обзор таких работ приведен в монографии [4]. Альтернативный подход к доказательству 
асимптотической состоятельности доверительных интервалов фиксированной ширины, основанный на 
слабый принцип инвариантности, детально рассмотрен в работе П.Сена [22].

В этой работе для доказательства асимптотической состоятельности доверительных интервалов 
фиксированной ширины использован другой подход, основанный на применение предельных теорем 
для случайно остановленных стохастических процессов, разработанные Д.Сильвестровым  [23]. В 
первой части работы приведены общие условия асимптотической состоятельности доверительного 
интервала фиксированной ширины и асимптотической эффективности момента остановки в 

последовательном интервальном оценивании широкого класса функционалов ( )Fθ  от неизвестной 

функции  распределения 1( ),F x x R∈  из Ψ  семейства функций распределений, удовлетворяющих 
определенным условиям регулярности. Во второй части работы эти общие условия проверены при 
последовательном интервальном оценивании неизвестной плотности вероятности линейного случайного 
процесса. 

Конкретные статистические модели, в которых для доказательства асимптотической состоятельности 
доверительных интервалов фиксированной ширины использован подход этой работы, основанный на 
применение предельных теорем для случайно остановленных стохастических процессов, рассмотрены 
в работах [24-26]. 

1. Последовательное интервальное оценивание функционала от неизвестной функции 
распределения.

Рассмотрим на вероятностном пространстве (Ω, Ғ, Р)  случайные величины 1 2, ,..., nξ ξ ξ   с 

неизвестной функцией распределения 1( ),F x x R∈  из Ψ , где Ψ  семейство функций распределений , 

удовлетворяющих определенным условиям регулярности.  Для оценки функционала ( )Fθ  от функции 

распределения ( )Fõ  рассмотрим состоятельную оценку 1 2( ) ( , ,..., )n n nFθ θ ξ ξ ξ= ,  удовлетворяющую 
условиям:

(А): для оценки ( )n Fθ  справедливо разложение:

      
1

( ) ( ) [ ( ) ( ( ))] [ ( ( )) ( )] ( ) ( , )
n

n n n n n k n
k

F F F E F E F F F Y F Zθ θ θ θ θ θ θ ξ
=

= + − + − = + +∑  ,     (1) 

здесь случайные величины ( , ),1n kY F k nξ ≤ ≤  и смещение nZ  такие, что  существуют  числа α > 0  и  
2 ( )Fσ > 0, что  при n →∞

2

1
( , ) (0, ( ))

n
D

n k
k

n Y F N Fα ξ σ
=

→∑
  и   0nn Zα → ,  

где 
2(0, ( ))N Fσ  нормально распределенная случайная величина со средним 0,  дисперсией  

2 ( )Fσ  и символ D→   означает слабую сходимость случайных величин. 

Для уровня значимости 0 1γ< <  находим квантиль 1 1 ,
2

à Ôγ
γ− + =  

   
здесь 

2

21( )
2

õ ó

Ô õ å dy
π

−

−∞

= ∫  
и для малого числа  ɛ > 0   обозначим целое число

1
2 2 2

2

( )inf 1: a Fn n n
α

ε
σ
ε

 
  = ≥ ≥     

                                       (2)     

и построим интервал ( ) [ ( ) , ( ) ]n nI n F F
ε εε θ ε θ ε= − +   длины 2ε . Тогда из условия (А) и из теоремы 
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Слуцкого [27] получаем   1( ) ( ( ) ( )) (0,1)D
nF n F F Nασ θ θ− − →  при  n →∞ . Следовательно,

{ } { }
1

1 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n
F nP F I n P F F P F n F F a
aε ε

α
α ε

ε ε
σ εθ θ θ ε σ θ θ

−
− 

∈ = − ≤ = − ≤ ≥ 
 

{ }1( ) ( ) ( ) 2 ( ) 1nP F n F F aÔ à
ε

α
εσ θ θ γ−≥ − ≤ → − =    при  0ε →  .

Это последовательная процедура обладает тем недостатком, что nε  зависит от неизвестного 

функционала 2 ( )Fσ , поэтому необходимо его оценить. Пусть 2 2
1 2 2( , ,..., )n nV V ξ ξ ξ=  состоятельная 

оценка для неизвестного 2 ( )Fσ . Исходя из (2) определим момент остановки Nε  следующим образом  
1

2 2 2

2inf 1: ,na VN n n
α

ε ε

 
  = ≥ ≥     

        ɛ > 0.                             (3)

Тогда последовательный доверительный интервал для неизвестного ( )Fθ , основанный на моменте 

остановки (3) имеет вид ( ) [ ( ) , ( ) ],N NI N F F
ε εε θ ε θ ε= − +  ɛ > 0. Cледуя Й.Чоу и Н.Роббинса [2] введем 

следующие асимптотические критерии:

Определение 1.1. Доверительный интервал фиксированной ширины  ( )I Nε  называется 

асимптотически состоятельным, если  для доверительного уровня  0 < ɣ < 1  и для всех ( )F x ∈Ψ

выполняется 
0

lim { ( ) ( )}P F I Nεε
θ γ

→
∈ ≥ .        	 Определение 1.2. Момент остановки Nε  называется 

асимптотически эффективным, если  ( )I Nε   асимптотически состоятелен и  
0

( )lim 1.Å N
n

ε

ε
ε

→
=  

Заметим, что число nε  равен минимальному количеству наблюдений необходимое для того, чтобы 

асимптотическая при 0ε →  вероятность накрытия интервалом  ( ) [ ( ) , ( ) ]n nI n F F
ε εε θ ε θ ε= − +  

«известного» функционала  ( )Fθ  была не меньше доверительного уровня ɣ. Поэтому асимптотическая 

эффективность в смысле Чоу и Роббинса момента остановки Nε означает, что среднее момента 

остановки Nε  при малых ɛ ведет себя «так же», как и в случае  «известного» функционала  ( )Fθ .

Теорема 1.1. Если  2 2 ( )nV Fσ→  с вероятностью 1 при n →∞  , тогда:

1) Для любого  ɛ > 0   {P Nε < ∞ } = 1 ;

2) Nε → ∞   с вероятностью 1 при  0ε →  ;

3) 
0

lim ( )E Nεε→
= ∞  ;

4) 1N
n
ε

ε

→   с вероятностью 1  при  0ε →  .

Доказательство. 1) Для любого ɛ > 0  

1
2 2 2

2{ } lim { } lim 0.n

n n

a VP N P N n P n
α

ε ε ε→∞ →∞

 
  = ∞ = ≥ ≤ ≤ =  
     

2) Из (3) видно, что Nε  возрастает при уменьшении ɛ и  Nε → ∞   с вероятностью 1 при  0ε → .

3) Из теоремы о монотонной сходимости  
0

lim ( )E Nεε→
= ∞ . 
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4) Из (2) и (3) для любого  ɛ > 0 имеют место неравенства ( )

1
2

1
2

1
2 2 2

1 2 2
2 2 2 2

( ) 1
( )( ) ( ) n a Fa F

α

α

α

εα

ε ε
σε σ

 
≤ ≤  

 +
 

и   

1 1
2 2 2 22 2

1
2 21N Na V a V

Nε ε

α α

εε ε
−   

≤ ≤ +      
   

. Поскольку  Nε → ∞   при 0ε →  и 2 2 ( )nV Fσ→  при n →∞  с 

вероятностью 1, то  

1
2 2

2 1
( )
NV
F
ε

α

σ
 

→  
 

 и 

1
2 2

1
2 1
( )

NV
F

ε

α

σ
− 

→  
 

 с вероятностью 1 при 0ε → . Отсюда и из 

соотношения
( )

( ) ( )

1
2

1 1
2 2

1
2 2 2

1
2

2 2 2

1
( )

( )

N NV VN
n n F

a F

α

ε ε

α α

α
ε

ε ε σ
ε σ

−

−

 
≤ ≤ +   

 +

  получается последнее утверждение 
теоремы.  

Теорема 1.2. Если для некоторого числа 0ε  > 0  ряд 
001

sup
m

NP m
n
ε

ε ε ε

∞

≤ ≤=

 
≥ 

 
∑  сходится, тогда 

( )
0

lim 1.
E N

n
ε

ε
ε

→
=

Для доказательства утверждения теоремы 1.2. достаточно показать (в силу теоремы 2.1 [28]) 

равномерную интегрируемость множества  
, 0N

n
ε

ε

ε
 

≥ 
  ,   но как показано в работе [29] (лемма 3.2) 

для этого достаточно выполнение условия теоремы 1.2.       
Теорема 1.3. Пусть выполнены условие теоремы 1.1. и

1) ( )( ( )) ( ) 0nn E F Fα θ θ− →  при n →∞ ;

2) ( ), [0,1] ( ), [0,1]Jt t W t tεζ ∈ → ∈   при  0ε → , здесь символ  J→   означает слабую сходимость 

в J-топологии Скорохода, 

[ ]
1

1
( ) ( ) ( , ), [0,1]

n t

n k
k

t F n Y F t
ε

ε

α
ε εζ σ ξ−

=

= ⋅ ⋅ ∈∑
 и ( ), [0,1]W t t∈   винеровский 

процесс с 
2( ( )) 0, ( ( )) 1.E W t E W t= =  Тогда:

1) 
( )1( ) ( ) ( ) (0,1)D

NF N F F N
ε

α
εσ θ θ− − →

   при 0ε → ;

2)
( )( )

0
lim ( )P F I Nεε

θ γ
→

∈ ≥
, то есть доверительный интервал фиксированной ширины  ( )I Nε    

является асимптотически состоятельным.
Для доказательства утверждений теоремы 1.3. заметим, что из 2) условия теоремы 1.3.  и 4) 

утверждения теоремы 1.1. получаем, что для случайного процесса ( ), [0,1]t tεζ ∈  и для случайной 

величины 
N
n
ε

ε

 выполняются условия теоремы 2.8.1 [23] о предельном распределении случайно 
остановленных стохастических процессов. Из этой теоремы, 1) условия теоремы 1.3. и из разложения 
(1) получаем утверждения теоремы 1.3.

Замечание 1.1. Если выполнены условия теорем 1.2. и 1.3., тогда момент остановки (3) является 
асимптотически эффективным в смысле Чоу и Роббинса. 
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З А К Л Ю Ч Е Н И Е  И  Р Е К О М Е Н Д А Ц И И
Проведённое исследование последовательного интервального оценивания функционалов 

неизвестной функции распределения позволило установить общие условия, при которых доверительные 
интервалы фиксированной ширины обладают асимптотической состоятельностью и обеспечивают 
оптимальное поведение момента остановки. Показано, что при выполнении ряда регулярных условий 
последовательная процедура оценивания позволяет достигать требуемого уровня доверия при 
минимально необходимом объёме выборки, что подтверждает её асимптотическую эффективность в 
смысле Чоу и Роббинса.

Анализ конкретных статистических моделей, а также применение предельных теорем для случайно 
остановленных стохастических процессов демонстрируют, что предложенные подходы остаются 
корректными для широкого класса функционалов неизвестных распределений, включая параметры 
плотности вероятности линейных случайных процессов и другие непараметрические объекты. 
Полученные результаты обобщают и дополняют классические работы в области последовательного 
анализа, расширяя возможности применения доверительных интервалов фиксированной ширины в 
задачах математической статистики.

На основе проведённого теоретического исследования можно рекомендовать использование 
последовательных процедур для построения доверительных интервалов в ситуациях, когда 
фиксированная точность оценки является приоритетной, а параметры распределения частично или 
полностью неизвестны. Такой подход позволяет адаптивно управлять объёмом наблюдений, снижать 
вычислительную нагрузку и обеспечивать высокую точность статистических выводов. Перспективным 
направлением дальнейших исследований является применение рассмотренных методов к более общим 
нелинейным моделям, а также разработка последовательных алгоритмов, устойчивых к нарушениям 
классических предположений о распределении данных.
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